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1.1 Latar Belakang 
Matematika merupakan ilmu yang dapat di implementasikan 
dalam berbagai disiplin ilmu pengetahuan dan ilmu terapan yang 
diintepretasikan dalam bentuk analitik dan numerik dengan 
kebanyakan kasus bersifat dinamik, hal ini bisa dibuktikan pada 
sekitar tahun 1970 [1], sebuah penelitian yang diterapkan pada 
bentuk nonlinear ditemukan oleh para ahli pemodelan dan 
kemudian diterapkan untuk model Brusselator pada suatu reaksi 
kimia. Fenomena reaksi kimia ini memiliki peran penting dalam 
penguraian stabilitas reaksi pada cabang ilmu terapan yaitu 
termodinamika, dimana ilmu ini mengkaji tentang perubahan 
atau perpindahan panas yang ditimbulkan oleh sistem ke 
lingkungan ataupun sebaliknya, dalam kasus ini sistem dinamik 
(tidak stabil)[3]. Pengetahuan  termodinamika sederhana sangat 
bermanfaat untuk memutuskan apakah struktur suatu persamaan 
kimia dalam bentuk persamaan differensial nonlinear ini akan 
stabil. Karena sistem Termodinamika ini berbentuk dinamik 
(cenderung berubah) maka sebuah sistem dynamic ini yang akan 
dikaji dengan istilah fungsi Lyapunov , hal ini dikenal demikian 
karena variabel-variabel sistem tersebut harus bersifat nonlinear, 
hal ini dilakukan agar sistem dynamic ini dapat meminimalisir 
nilai galat(perubahan tidak stabil) dan mencapai kestabilan yang 
akurat. Sistem ini pertama kali di kenal dan ditemukan oleh 
Lorenz pada tahun 1963 selanjutnya Penemu bernama Rossler 
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mengembangkan sistem dengan model 3-D pada tahun 1976[2].  
Sederhananya model kimia ini menunjukan bahwa stabilitas 
yang tepat untuk menentukan dinamika yang kompleks adalah 
model Brusselator, Model ini bisa menyajikan siklus batas serta 
pengaruh sistem dynamic pada beberapa energi panas yang 
bekerja pada sistem.  Pada tugas akhir ini akan di analisa model 
Brusselator, dengan acuan jurnal internasional 2015 yang 
digunakan sebelumnya berjudul Dynamic and Control of 
Brusselator Chemical Reaction, dan beberapa jurnal yang 
mendukung  berjudul Penggunaan  Metode Lyapunov untuk 
Menguji Kestabilan Sistem Linear [1], dengan tambahan pada 
sytem ini akan didefinisikan fungsi energi Lyapunov untuk 
mempelajari stabilitas nonlinier dengan menggunakan metode 
fungsi energi. Pada keadaan awal sebuah fungsi energi 
Lyapunov bernilai positif kemudian diturunkan sehingga harus 
negatif (dengan cara dideferensiasi) agar berkurang nilai 
energinya sehingga sistem mencapai titik stabil. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
Permasalahan yang dibahas dalam Tugas Akhir ini adalah 
bagaimana menentukan kontruksi pengendali dengan 
menggunakan fungsi energi Lyapunov pada model Brusselator 
agar mencapai sistem yang stabil. 
 
1.3 Batasan Masalah 
 







1. Model Brusselator diambil dari  literatur berjudul Dynamic of 
Brusselator[1] 
2. Pada Sistem ini yang diambil berdimensi dua  





Pada Tugas Akhir ini dibuat tujuan sebagai berikut: 
1. Mengetahui perilaku dinamik model brusselator pada bentuk 
persamaan reaksi kimia 
2. Mendapatkan desain control (feedback controller) pada model 





1. Memperoleh metode pengendali yang diterapkan pada 
masalah desain pengendali lainnya. 
2. Mengetahui manfaat fungsi energi Lyapunov pada masalah 































BAB II  
TINJAUAN  PUSTAKA 
 
2.1.  Pembentukan Model  
 
Pada sebuah persamaan reaksi kimia umumnya ditulis dalam 
bentuk sebagai berikut : 
          (2.1) 
Hal berikut menunjukan bahwa jenis zat A dan B akan 
bereaksi secara bersamaan membentuk jenis zat C dan D. Dari 
persamaan reaksi kimia diatas akan mudah untuk menentukan 
persamaan laju reaksi. Perlu diketahui sebagaian besar persamaan 
reaksi kimia di asumsikan mengikuti pergerakan massa yang 
terdapat pada ruas kiri (pereaksi) , yang berarti laju reaksi 
persamaan kimia berbanding lurus dengan konsentrasi reaktan[2]. 
 [ ̇]       [ ][ ]   (2.2) 
Pada  [A] merupakan konsentrasi zat A, r adalah tingkat 
reaksi, dan k adalah konstanta laju reaksi. ra adalah dengan konvensi 
negatif karena A sedang dikonsumsi dalam reaksi. Dengan 
mekontruksikan hanya satu reaksi hal yang mudah untuk melihat 
persamaan diferensial yang mengatur konsentrasi masing-masing 
zat tersebut. 
 [ ̇]   [ ̇]  [ ̇]  [ ̇]   [ ][ ]   (2.3) 
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Dengan menambahkan persamaan kimia kedua, akan 
ditunjukkan sistem yang sedikit lebih kompleks. 
        (2.4) 
 Dalam persamaan (4) zat A dan E memiliki koefisien 
persamaan lebih besar antar zat satu dengan yang lainnya,  sehingga 
persamaan diferensial untuk setiap zat sekarang adalah : 
 [ ̇]  [ ̇]  [ ̇]   [ ][ ] 
[ ̇]     [ ][ ]     [ ]
  
[ ̇]     [ ]
    (2.5) 
 Perhatikan bahwa laju reaksi diatas menunjukan berapa 
banyak n kali waktu reaksi terjadi yang bergantung pada nilai 
konsentrasi dan volume zat tertentu [2], sedangkan koefisien 
persamaan reaksi tersebut memberitahu berapa banyak molekul dari 
zat yang dihasilkan atau diproduksi di setiap reaksi yang terjadi.
  
Akan diperoleh mekanisme laju reaksi pada model Brusselator : 
  
  
                               
  
    
 
   
  
                    
  





Akan ditunjukan untuk                      adalah sebuah 
konsentrasi yang masing-masingnya [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]     [ ]  
sehingga didapatkan persamaan laju reaksi pada masing-masing 
persamaanya adalah sebagai berikut : 
 [ ]
  
    [ ] 
 [ ]
  
    [ ][ ] 
 [ ]
  
   [ ][ ] 
 [ ]
  
   [ ]      (2.7) 
Dari beberapa persamaan diatas dapat ditentukan laju reaksi untuk 
konsentrasi [ ]     [ ]  adalah berikut  
 [ ]
  
   [ ]    [ ][ ]    [ ]
 [ ]    [ ] 
 [ ]
  
   [ ][ ]    [ ]
 [ ]    (2.8) 
Dengan              merupakan konstanta satuan serta untuk 
konsentrasi [ ]    dan [ ]    dimana      [1], maka 






    [ ]  [ ] [ ]  [ ] 
 [ ]
  
  [ ]  [ ] [ ]     (2.9) 
untuk menyederhanakan persamaan diatas akan didefinisikan 
untuk [ ]     
 [ ]
  
  ̇ dan untuk [ ]     
 [ ]
  
  ̇ maka 
didapatkan persamaan umum model brusselator berikut  
 ̇              ̇  
 ̇                       (2.10) 
2.2. Kesetimbangan atau Kestabilan Sistem 
 
2.2.1. Titik kesetimbangan dan kestabilan nonlinear 
 
 Didefinisikan bentuk persamaan differensial nonlinier ialah 
sebagai berikut : 
                                 ̇                                   (2.11)                                     
Dimana f adalah suatu fungsi pemetaan di               , 
terdapat sebuah titik  ̅     sehingga  ̅ disebut titik equilibrium , 
jika terdapat  ̅     (equilibrium input) sehingga  





Misalkan  ̅ adalah titik equilibrium (dengan  ̅ adalah 
equilibrium input) dengan meninjau ulang pada PD dari kondisi 
awal        ̅ serta menerapkan bentuk input       ̅ untuk 
semua      ,berakibat solusi yg dihasilkan      memenuhi  
      ̅                 (2.13)                                         
 untuk semua       disebut titik equilibrium. 
2.2.2. Teknik Linearisasi 
 
Sebagian besar persamaan diferensial yang menarik adalah 
non-linear karena pada  beberapa pengecualian tidak dapat 
diselesaikan secara analisis (eksak) , melainkan dengan 
menggunakan pendekatan komputasi. 
Akan dikenal bentuk orde sederhana dari sistem nonlinear sebagai 
berikut,  
 ̇           
 ̇             (2.14) 
Akan dilakukan pelinearan terhadap fungsi        dan        
dengan menerapkan bentuk input       ̅ sebagai titik equilibrium 
maka diberikan  persamaannya sebagai berikut, 
       
  
  
  ̅   ̅      ̅   
  
  
  ̅   ̅      ̅  
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  ̅   ̅      ̅   
  
  
  ̅   ̅      ̅)  (2.15)
  
Jika titik equilibrium   ̅   ̅    maka dengan memilih 
     ̅ dan      ̅  
 ̇   ̇ dan  ̇   ̇   (2.16) 










  ̅   ̅  
  
  
  ̅   ̅  
  
  
  ̅   ̅  
  
  
  ̅   ̅  
] *
 
 +  (2.17) 




  ̅   ̅  
  
  
  ̅   ̅  
  
  
  ̅   ̅  
  
  
  ̅   ̅  
]  (2.18) 
Apabila pada nilai eigen dari matriks Jacobian didapatkan bentuk 
bilangan kompleks maka persamaan umum sebagai berikut  
[
 ̅
 ̅]   
                *
  
  
+   (2.19) 
Adapun beberapa sifat yang memenuhi  kestabilan dengan 





1. Jika     untuk limit dari t mendekati tak hingga maka arah 
dan  pergerakan titik mendekati stabil. 
 
Gmbr 2.1  : Kestabilan untuk α <0 
2. Jika     untuk limit dari t mendekati tak hingga maka arah 












3. Jika     untuk limit dari t mendekati tak hingga maka arah 






Gambar 4.3 : Kestabilan untuk α = 0 
 
2.3. Desain Kestabilan Kontrol Secara Umum 
 
2.3.1 Kestabilan sistem kontrol linear  
Diberikan sistem kontrol linear sebagai berikut : 
 ̇                       (2.20)         
dimana x = x(t)      menyatakan vektor keadaan , u = u(t)     
menyatakan vektor kontrol (input), A       menyatakan matriks 
konstan berukuran            menyatakan  matriks konstan 
berukuran         menyatakan waktu. Jika matriks A dan B 
bergantung terhadap waktu, maka sistem  disebut sistem kontrol 





bergantung terhadap waktu, maka sistem disebut sistem kontrol 
linier invariant terhadap waktu. 
Salah satu kajian dalam sistem kontrol adalah mengenai 
kestabilan sistem tersebut. Sistem dikatakan stabil jika     
mengakibatkan         . Selain itu kriteria untuk menentukan 
kestabilan sistem adalah kriteria nilai eigen. Sistem adalah stabil 
jika bagian riil dari semua nilai eigen matriks A adalah negatif. 
Sebaliknya jika ada bagian rill matriks A yang non negatif maka 
sistem adalah tidak stabil. Tidak semua sistem kontrol linier bersifat 
stabil, akan tetapi sistem yang tidak stabil ini masih memungkinkan 
untuk distabilkan. 
Sistem yang tidak stabil dikatakan dapat distabilkan jika terdapat 
kontrol        untuk suatu       sedemikian sehingga 
sistem loop tertutup          adalah stabil, artinya matriks F 
dipilih sedemikian sehingga bagian riil dari semua nilai eigen 
matriks      adalah negatif. Matriks F disebut matriks feedback 
dan vektor u dikatakan sebuah kontrol yang menstabilkan sistem[6].  
Persoalan menjadi menarik jika nilai eigen dari matriks      
dapat diatur sesuai keinginan. Berdasarkan uraian diatas, Maka 
dalam kontruksi ini akan dikaji bagaimana syarat yang menjamin 
eksistensi matriks F sedemikian sehingga sistem  ̇             
adalah stabil, tetapi nilai eigen dari matriks      dapat diatur 
sesuai keinginan. Permasalahan seperti ini disebut sebagai masalah 
penempatan nilai eigen. 
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2.3.2 Kestabilan Lyapunov  
Beberapa definisi kestabilan yang berkaitan dengan teorema 
Lyapunov, bisa ditinjau berdasarkan suatu sistem yang didefinisikan 
dengan keadaan setimbang. 
Definisi 2.1 [3]: 
 Sistem dinyatakan berada pada kondisi kesteimbangan berada 
pada keadaan xe dengan f(xe ,t)= 0 untuk semua t 
 Sistem dalam keadaan kestimbangan, jika sistem ini linier dan 
tidak berubah terhadap waktu. 
 Untuk f(x,t) = Ax, maka terdapat hanya satu keadaan 
setimbang pada saat A adalah nonsingular. Jika A singular 
maka akan didapat kondisi kesetimbangan yang tak berhingga. 
Berdasarkan tiga poin diatas akan di rumuskan dalam bentuk 
norma Euclid dengan pemisalan jika sebuah bola dengan jari-jari k 
terhadap kondisi kestimbangan xe didapatkan bentuk sebagai berikut  
‖    ‖    
Apabila terdapat     yang terdiri pada setiap titik , berakibat : 
‖    ‖  [        
           
           







Sehingga hubungan k terhadap      untuk semua      
  ‖    ‖       
Dengan kata lain didapatkan bentuk kstabilannya 
‖           ‖      (2.21)
                               
Definisi 2.2[3]:   
1. A dikatakan definit positif, jika x
T
Ax > 0 , untuk x ≠ 0 
2. A dikatakan definit negatif, jika x
T
Ax < 0 , untuk x ≠ 0 
3. A dikatakan semi definit positif, jika x
T
Ax  > 0 , untuk x   R
n (*)
 
4. A dikatakan semi definit negatif, jika x
T
Ax  < 0 ,  
untuk x   R
n (*)  
(*) dapat terjadi bila x
T
Ax = 0 untuk x ≠ 0 
 
Definisi 2.3 : 
1. A definit posisif jika semua nilai karakteristiknya positif. 
2. A definit negatif jika semua nilai karakteristiknya negatif. 
3. A semi definit posisif jika semua nilai karakteristiknya positif 
dan ada yang bernilai nol. 
4. A semi definit negatif jika semua nilai karakteristiknya negatif 
dan ada yang bernilai nol. 
 
Fungsi Lyapunov V(x) merupakan fungsi skalar yang definit positif 
(bernilai positif) di daerah Ω bila V(x) untuk semua kondisi yang 
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tidak nol x di daerah Ω dan juga harus memenuhi V(0) = 0.  
Sedangkan untuk fungsi Lyapunov yang bergantung pada waktu 
V(x,t) adalah definit positif  didaerah Ω [4] , jika fungsi itu dibatasi 
dari bawah oleh fungsi definit positif yang tidak berubah terhadap 
waktu. 
Diberikan bentuk kuadratik Lyapunov sebagai penunjang desain 
kestabilan kontrol   
             (2.21) 
 ̇     ̇        ̇     ̇  
Dengan nilai parameter   adalah matriks konstan definit positif 
maka 














3.1  Tahapan Penelitian 
Dalam   pengerjaan  tugas   akhir   ini  terdapat  beberapa 
tahapan, yaitu: 
 
1.  Studi  Literatur 
Pada    tahap   ini   akan    dipelajari    dasar-dasar   teori 
yang   digunakan   dalam   pengkajian   persamaan differensial biasa 
dalam bentuk nonlinear dengan menentukan titik tetapnya guna 
mendapatkan matriks jacobian yang memenuhi kestabilan, dalam 
kasus ini nilai eigennya berbentuk kompleks sehingga ada 3 
kemungkinan untuk Real daripada eigen kompleksnya bernilai 
lebih besar, lebih kecil atau sama dengan nol .(Matriks Jacobi, 
eigen value, complex eigen value, real eigen value ,stability). 
 
2. Pembentukan Model 
Mengkontruksikan persamaan laju reaksi pada model 
Brusselator  dengan penurunan reaksi ke persamaan differensial 
biasa. 
3. Analisis Kestabilan  
Pada analisa kestabilan ini akan dibagi menjadi dua 
diantaranya: 
a. Analisis Kestabilan Lokal  
 Nilai titik tetap kestabilan  
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 Teknik Pelinearisasi 
 Nilai Eigen 
b. Analisis Kestabilan Linear 
 Pole Placement 
 Lyapunov 
4. Desain Kontrol 
a. Sistem yang dilinearkan menggunakan metode Pole 
Placement. 




Pada simulasi ini akan diperlihatkan performansi sistem 
Brusselator yang telah dilakukan desain kontrol berupa fungsi 
Lyapunov , simulasi model dengan menggunakan software 




















































4.1.  Analisa Kestabilan Lokal 
     
4.1.1. Titik Tetap Kestabilan 
 
Didapatkan Persamaan Differensial Biasa untuk 




   [ ] [ ]       [ ] 
 [ ]
  
  [ ]  [ ] [ ]    (4.1) 
Dengan memisalkan [X] = x dan [Y] = y maka model Brusselator 
akan disajikan lebih sederhana dalam bentuk berikut  
 ̇               
                  ̇                                  (4.2)     





 ̇           
 ̇           
Dengan mensubtitusikan kedua persamaan diatas maka, 
                       
                         (4.3)
  
Akan ditentukan titik tetap (x,y) yang memenuhi 
Jika  ̇     maka             
Jika  ̇     maka             
Akibatnya  
               dan 
          (4.4) 
Untuk persamaan          akan didapatkan akar-akar  pada 
bentuk           dengan     atau          
Apabila     akibat dari persamaan pada (4.4) menjadi  





Hal ini kontradiksi karena     merupakan input sedemikian 
sehingga haruslah          maka      ,dengan 
mesubtitusikan nilai pada persamaan  berakibat  
              dengan      
Subtitusi ke persamaan (4.4)  
                 




Akibatnya akan diperoleh titik tetap             
 
 
   (4.5) 
4.1.2  Liniearisasi Model 
Ketika          adalah titik tetap , dengan karena sistem pada 
(4.4) tak linear maka perlu dilinearkan dengan bentuk sebagai 
berikut  
         
  
  
         
  
  
           
                
  
  
         
  
  
             (4.6)   












       
  
  
       
  
  
       
  
  











Didapatkan bentuk sistem linearnya pada persamaan diatas , maka 
akan diperoleh bentuk matriks Jacobiannya sebagai berikut 








       
  
  
       
  
  
       
  
  








        [
           
       
]     (4.7)    
   
Untuk titik tetap               
 
 
    berlaku 
         *
     
     
+  (4.8) 
Dengan memperoleh analisa kestabilan linear akan dicari nilai eigen 




+  *    
 
     
+)    
[       
 
     
]    
Sehingga nilai eigennya 





      
 (      )  √                
    
  (4.10) 
4.1.3 Analisa Performansi Kestabilan 
Selanjutnya akan dikaji beberapa kasus 
a. Jika             atau         maka            
         sehingga sistem stabil.  
b. Jika             atau         maka            
         sehingga sistem tidak stabil. 
c. Jika             atau         maka            
         sehingga sistem .tidak stabil linear (siklik). 
 
4.1.3.1 Implementasi Performansi Kestabilan Menggunakan 
Matlab 
  
Pendefinisian pada simulasi model Brusselator dapat di 
interpretasikan dalam bentuk MATLAB yaitu sebagai berikut  
 
a. Jika             atau         akan dipilih   
          agar memenuhi persamaan didapatkan titik 
tetapnya   ̅  ̅  (  
 
 
) serta dipilih titik awal yang diambil di 
persekitaran titik tetapnya ialah ( ̅   ̅          , sehingga 
didapatkan nilai eigen dengan diberikan persamaan 




      
 (      )  √                
    
 
      
 (      )  √                
    
  
     
   √   
 
 
   √   
 
   (4.11) 
Dari kesimpulan diatas didapat untuk            
beraikbat          serta didapatkan juga bentuk plot dari analisis 
Kstabilan Linear berikut ialah  
Gambar 4.1 : Pergerakan Kestabilan              
 
b. Jika            atau        dipilih       dan 
     agar memenuhi persamaan titik tetapnya   ̅  ̅        





ialah ( ̅   ̅         , sehingga didapatkan nilai eigen dengan 
diberikan persamaan karakteristiknya  sebagai berikut : 
      
 (      )  √                
    
 
      
 (       )  √                 
    
 
     
  √   
 
 
  √   
 
   (4.12)
  
Dari kesimpulan diatas didapat untuk            
beraikbat          serta didapatkan juga bentuk plot dari analisis 
Kstabilan Linear berikut ialah 
Gambar 4.2 : Pergerakan Kestabilan              
 
c. Jika             atau        akan dipilih   




) serta dipilih titik awal yang diambil di persekitaran titik 
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tetapnya ialah ( ̅   ̅         , sehingga didapatkan nilai 
eigen dengan diberikan persamaan karakteristiknya  sebagai 
berikut : 
 
      
 (      )  √                
    
 
      
 (      )  √                
    
 
     
  √   
 
 
   
 
        (4.13)
  
 
Dari kesimpulan sebelumnya didapat untuk            
beraikbat          serta didapatkan juga bentuk plot dari analisis 
Kstabilan Linear berikut ialah 







Dari ketiga analisis kstabilan linear didapatkan bahwa untuk 
 
          pergerakan titik tetap menuju stabil(stabil) 
          pergerakan titik tetap keluar/jauh dari 
stabil(tidak stabil)  
          pergerakan titik tetap berosilasi tertutup secara 
periodik (siklik/tidak stabil) 
 
4.2. Desain Kontrol 
4.2.1. Analisis Kestabilan Sistem Linear 
Selanutnya akan dilakukan analisa kestabilan dengan metode 
Lyapunov , bila sistem tersebut dinyatakan dalam bentuk :  ̇     
 ̇               
 ̇            (4.14) 
diasumsikan  ̇    ̇ ; dan  ̇    ̇ 




]   [
        







+    (4.15) 
Dengan didapatkan bentuk matriks A pada (4.6) adalah  
         [
        
    
]  (4.16) 
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Untuk titik tetap               
 
 
   pada (4.7) berlaku  
  [
        
    
]   (4.17) 
Dipilih suatu fungsi Lyapunov pada (2.7)            dimana P 
adalah matriks parameter didefinisikan sebagai berikut  
   [
      
      
]   (4.18) 
Dengan matriks P berdefinit positif berakibat  
      
            
          (4.19) 
-Turunan dari fungsi Lyapunov dinyatakan : 
 ̇     ̇        ̇ 
 ̇                    
 ̇                 (4.20) 
Syarat perlu dan syarat cukup agar keadaan setimbang untuk      
x = 0 stabil asimtotik global adalah jika diberikan setiap matriks 
Hermitian definit positif (simetri)   , maka terdapat suatu matriks 
Hermitian definit positif (simetri) P sedemikian rupa sehingga : 





Berakibat bentuk matriks – Q adalah  
   [[
       
     
]    [
        
    
]]   (4.22) 
Dengan mengingat matriks Q definit positif maka akan 
dibuktikan bahwa untuk matriks             definit negatif 
yang berakibat  ̇    juga negatif. 
Akan diberikan bentuk solusi dari matriks    sebagai berikut  
   [[
       
     
] [
      
      
]  [
      
      
] [
        
    
]] 
   [[
                            
       
     
       
    
]
  [
               
      
    
               
       
    
]] 
   [
                 
       
              
        
                
        
    
] 
*
      
      
+  [
                 
       
              
        
                
        
    
] 
Dengan turunan daripada fungsi Lyapunov adalah sebagai berikut  
 ̇                




Maka bentuk matriks dari  ̇adalah  
 ̇  [  ] *
      




 ̇      
             
                (4.24) 
Berdasarkan sifat Lyapunov bentuk kuadratik berakibat  
                        
      
       
                 
       
        
                      (4.25) 
Agar memenuhi matriks P definit positif dipilih        
Pada     berlaku 
             maka       
         maka      
Pada     berlaku 
                    
                           (4.26) 
 
sehingga       dan       ,berdasarkan hal demikian Q(x) 
definit negatif , dengan demikian sistem PD stabil asimtotik.  
Akan di uji apakah benar untuk Q(x) definit negatif dengan 
diasumsikan ada nilai parameter yang memenuhi       dan 






Jika diberikan     = 3 dan     = 4 maka bentuk persamaan 
Lyapunov nya (2.7)  adalah sebagai berikut  
 
          





 +  (4.27)
  
Sehingga persamaan Lyapunov didapatkan  
             
4.2.1.1. Implementasi Nilai Parameter  Menggunakan Matlab 
Akibatnya didapatkan persamaan Lyapunov dengan 
parameter dalam bentuk kuadratik yang definit positif, 
dengan dituliskan kembali pada (4.27) diberikan secara 
umum berikut  
       [ ]  
     [  ] [
    




         
      
  




Gambar 4.4 :Kontruksi Persamaan Lyapunov 
Serta diberikan  bentuk turunan fungsi Lyapunov sebagai berikut 
     
  
 
     
  
 ̇  
     
  
 ̇ 
 ̇                               
 ̇                                  (4.17) 
Berdasarkan sifat turunan pada (4.13) fungsi Lyapunov ̇    
         maka akan didapatkan matriks dari [ ̇   ] adalah sebagai 
berikut  
[ ̇   ]  [  ] [
             









Serta memenuhi untuk matriks    adalah  
   [
             
     
]        (4.18) 
Berdasarkan penjelasan sebelumnya untuk Q(x) definit negatif maka  
*
      
      
+  [
             
     
] 
Ambil untuk       berakibat   
       sehingga dipilih nilai 
               akan memenuhi bentuk matriks    sebagai 
berikut  
   [
                   
       
] 
Maka kesimpulannya benar untuk setiap      definit negatif  ada 
      atau       . ◄ 
4.2.1.2 Implementasi Simulasi Fungsi Turunan Lyapunov 
Menggunakan Matlab 
 
a. Adapun didapatkan bentuk turunan dari fungsi 
Lyapunov dengan syarat agar sistem stabil apabila 
untuk  ̇        akan diberikan secara umum 
dalam bentuk  
 ̇     ̇        ̇ 
 ̇                    
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 ̇                
 ̇                                        
 
Gambar 4.5 Turunan Persamaan Lyapunov 
 
4.2.2.  Bentuk Feedback Kontrol pada Model Brusselator 
4.2.2.1 Desain Feedback Kontrol dengan Metode Pole 
Placement 
Diberikan sistem kontrol linear (2.5) sebagai berikut : 










Dengan A didapatkan dari model brusselator sebagai berikut  
 ̇               
 ̇          
diasumsikan  ̇   ̇  ; dan  ̇   ̇  




]   [
        







+   
Dengan didapatkan bentuk matriks A adalah  
  [
        
    
] 




]   [
        




+    *
 
 
+            (4.19) 
Dengan bentuk matriks       adalah  




                 (4.20) 




]   [
        




+    *
 
 






Dengan menyederhanakannya didapatkan  
 ̇          [
        












 ̇           [
          
    




+                (4.21) 
Agar sistem stabil ditentukan nilai eigen dari        adalah 
sebagai berikut 
            




          
    
    
]|    
   |
            
    
       
|    
Sehingga didapatkan persamaan karakteristiknya  
            
                               (4.22) 
      
 (        
 )  √                           
    
 
Akan ditentukan   dan    sehingga sistem stabil jika nilai eigen 






Dengan menginputkan titik tetap           (  
 
 
 )  berakibat  
            
                   
Dengan memisalkan       dan       (syarat dari nilai 
               ), sehingga  
           
Dengan demikian didapatkan nilai dari feedback F adalah  
         
   
   
       (    ) 
 
  (4.23) 
Pada analisis kestabilan sistem linear yang telah di jelaskan pada 
bab sebelumnya didapatkan       dan     berakibat nilai dari 




Pada desain control dengan metode Pole Placement diberikan 
sebuah sistem sebagai berikut  ̇                          
   dipilih        dengan B matriks bersesuaian*
 
 
+ Maka matriks 
dari        yang didapatkan pada (4.23) pembahasan 
sebelumnya dengan             
 
 




        [
          
    
    
] 
         
 
 






Gambar 4.6 : Kontrol Feedback dengan metode Pole Placement 
 
4.2.2.2 Desain Feedback Kontrol Pada Lyapunov Kuadratik 
 
 Pada desain kontrol berikut akan diberikan sistem 
kontrol linear (2.5) sebagai berikut : 
 ̇                              dengan 




 Desain feedback kontrol yang akan didapat dengan 
metode Lyapunov[6] , bila sistem tersebut dinyatakan 
dalam bentuk :  ̇           





  = *
    
  
+               (4.24) 
Sehingga didapatkan        sebagai berikut  
        [
          
    
    
]                    (4.25) 
Dipilih suatu fungsi Lyapunov sebagai berikut           
dimana P adalah matriks parameter  (4.10) didefinisikan sebagai 
berikut  
  [
      
      
] 
Dengan matriks P berdefinit positif (4.11)  berakibat  
      
          
    
-Turunan dari fungsi Lyapunov dinyatakan : 
 ̇   ̇        ̇ 
 ̇                            
 ̇                          (4.26) 
Syarat perlu dan syarat cukup agar keadaan setimbang untuk  x = 0 
stabil asimtotik global adalah jika diberikan setiap matriks 
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Hermitian definit positif (simetri)     maka terdapat suatu matriks 
Hermitian definit positif (simetri) P sedemikian rupa sehingga : 
                      
 
 
Berakibat bentuk matriks    adalah  
   [[
          
       
 ]    [
          
    
    
]] 
Dengan mengingat matriks Q definit positif maka akan dibuktikan 
bahwa untuk matriks                       berdefinit 
negatif yang berakibat  ̇    juga berdefinit negative [5]. 
Akan diberikan bentuk solusi dari matriks   , sebagai berikut  
   [[
          
       
 ] [
      
      
]
 [
      
      
] [
          
    






   
[[
                                      
            
      
          
    
]  
[
                     
          
    
                     
          
    
]] (4.27) 
 
Dengan matriks yang bersesuaian untuk –Q pada (4.13) adalah 
   [
 ̅   ̅  
 ̅   ̅  
] 
Dengan turunan daripada fungsi Lyapunov adalah sebagai berikut  
 ̇                        
 ̇        
Maka bentuk matriks dari  ̇(4.14) adalah  
 ̇  [  ] [
 ̅   ̅  




 ̇     ̅̅ ̅̅  
      ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅  
  
Berdasarkan sifat Lyapunov bentuk kuadratik berakibat  
  ̅                            
  ̅     
         (  
         )           
  ̅      
           
        (4.28) 
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Agar memenuhi matriks P definit positif dipilih       maka 
      dan        
Jika nilai        maka untuk nilai    berakibat  
 
              
             
              (4.29)
   
Dan jika untuk        maka berlaku juga untuk nilai    yaitu 
 
               
      
       
Jika berlaku untuk       dan       berakibat untuk nilai    
adalah  
  
        
    
    (4.30) 
 
berdasarkan hal demikian Q(x) definit negatif , dengan demikian 
untuk desain feedback kontrol pada metode Lyapunov kuadratik 
sistem PD juga stabil asimtotik 
 
Ketika didapatkan nilai dari feedback kontrol    dan    , akan 
diuji apakah tetap berlaku untuk Q(x) definit negatif, dengan asumsi 
dipilih       maka nilai parameter yang berlaku        dan 





Diasumsikan matriks    adalah matriks skalar dengan syarat 
      dan       agar –  definit negatif . Pada pembahasan 
analisis kestabilan sebelumnya diberikan nilai    = 3 dan       = 4 
yang disubtitusikan ke persamaan     , sehingga bentuk matriks dari 
–  adalah  
 




                                       







                        
                   






    
    
+  [
                      
               
]  
 
Maka benar untuk setiap      definit negatif  ada       atau 
      , akan didapatkan pula nilai feedback control dari –  
sebagai matriks skalar ialah sebagai berikut 
 
Jika berlaku untuk       berakibat untuk nilai    adalah 
               
        (4.32) 
Jika berlaku untuk              berakibat untuk nilai    adalah 
 
               
   
  
 
                 (4.33) 
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Disimpulkan bahwa desain feedback kontrol        mencapai 
stabil asimtotik pada metode Lyapunov kuadratik jika dipilih 
parameter   definit positif dengan nilai gain dari       memiliki 
selang batasan yaitu      dan      ◄ 
 
4.3 Implementasi Simulasi dan Hasil simulasi Menggunakan 
Matlab 
 Pendefinisian pada simulasi model Brusselator dapat di 
interpretasikan dalam bentuk MATLAB yaitu sebagai berikut  
a. Pada desain control dengan metode kontruksi Lyapunov 
diberikan sebuah sistem sebagai berikut  ̇         





Maka matriks dari         dengan               yang 
didapatkan pada pembahasan  sebelumnya (4.32 dan 4.33) 
dinyatakan dalam bentuk berikut  
        [
          
    







dengan     
 
 
     sehingga dipilih          
Gambar 4.7 : Kontrol Feedback dengan Kontruksi Lyapunov 
4.3 Alur Program Simulasi 
 Pada umumnya untuk menyelesaikan bentuk persamaan PD  
secara numerik menggunakan metode Runge-Kutta, untuk ODE 
pada dasarnya sama dengan metode sebelumnya namun ada 
beberapa hal yang berbeda pada  syntax ODE khususnya ODE 45 , 
persamaan PD yang dibentuk harus di simpan terlebih dahulu pada 
bentuk M file, dengan membuat M file yang baru akan mudah 
dengan memanggil M file yang lama dengan perintah “function” 
pada tab prompt editor, yang selanjutnya akan dibahas pada 
beberapa argumen berikut : 
4.3.1 Persamaan orde Pertama  
 ̇                
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a. Membuat M file untuk         ,simpan file dengan menu save 
as, sebagai contoh Yp.m 
b. Syntax dasar untuk ODE45, pada MATLAB dengan tipe 
prompt berikut 
[   ]            [     ]       
dengan keterangan beberapa diantaranya : 
    merupakan M file yang dibuat untuk         
        merupakan initial dan terminal value untuk t 
     merupakan initial value untuk x pada     
c. Untuk mengetahui hasil dari running  program tersebut 
didapatkan jenis prompt berikut  
 Untuk mencetak hasil gunakan perintah [   ] 
 Untuk mengetahui hasil grafik gunakan perintah plot (t,x) 
4.3.2 Persamaan orde Kedua  
 ̇               
 ̇           
dengan memilih sebarang untuk  t sebagai berikut 
                         
a. Membuat M file untuk                   ,simpan file 
dengan menu save as, sebagai contoh Lyapunov.m 
b. Syntax dasar untuk ODE45, pada MATLAB dengan tipe 
prompt berikut 
[   ]                  [     ]       
[   ]                  [   ] [     ]    





          merupakan M file yang dibuat untuk         
        merupakan initial dan terminal value untuk t 
     merupakan initial value untuk x pada     
c. Untuk beberapa perintah pada prompt editor sebagai berikut  
                             
                  %ukuran matriks 
                       
                  %persamaan orde 2  
      [             ]  %fungsi mengetahui hasil 
Untuk mengetahui hasil dari running  program tersebut didapatkan 
jenis prompt berikut  
 Untuk mencetak hasil gunakan perintah [   ] 







































5.1     Kesimpulan 
Berdasarkan  kajian   dan   simulasi   diperoleh   kesimpulan 
sebagai berikut: 
1. Pada analisis Kestabilan linear diperoleh beberapa 
kemungkinan agar sistem stabil diantaranya  
 Untuk                       pergerakan titik 
x(i) menuju stabil(stabil) . 
 Untuk                         pergerakan titik 
x(i) keluar/jauh dari stabil(tidak stabil) . 
 Untuk                       pergerakan titik 
x(i) berosilasi tertutup secara periodik (siklik/tidak stabil). 
2. Berdasarkan analisis terhadap persamaan Analisis Kestabilan 
Sistem selalu mempunyai titik tetap di    ̅  ̅     
 
 
  apabila 
dipilih sebarang titik awal yang dekat   ̅   ̅   Titik tetap ini 
bertipe spiral stabil jika            dan bertipe spiral 
tak-stabil jika             . Pada saat          , 
titik tetap di    ̅  ̅     
 
 
  =    
 
 
  juga stabil tetapi secara 
nonlinier, artinya laju kekonvergenan solusi ke titik tetap tidak 
lagi secara eksponensial. Dalam hal ini          




3. Persamaan parameter yang digunakan berbentuk fungsi kuadratik 
sehingga memudahkan kapan performansi model Brusselator 
mencapai keadaan stabil , dengan diberikan bentuk persamaan 
Lyapunov sebagai berikut  
         
      
  
Hal ini bahwa fungsi Lyapunov berbentuk kuadratik parabolik 
dengan kurva terbuka keatas karena                  
 
 ̇                
 ̇                               
Hal ini menunjukan bahwa fungsi Lyapunov berbentuk kuadratik 
parabolic dengan kurva terbuka keatas karena              
berakibat                       
 
4.  Dengan adanya desain controller dengan metode Pole 
Placement dan fungsi Lyapunov telah menunjukan bahwa 
akurasi sistem akan stabil kearah real eigen yang bernilai 
negatif dengan dengan Pole Placement stabil terjadi ketika 
  ̅ ̅      dan untuk kontruksi fungsi Lyapunov stabil terjadi 









5.2     Saran 
Tugas   akhir   ini   pada  pembentukan modelnya masih 
menggunakan metode Lyapunov pada persamaan differensial 
biasa dengan menggunakan MATLAB ODE 45 . Untuk  
penelitian  selanjutnya, diharapkan dapat mensimulasikan  
model  persamaan energy panas yang bisa lebih bervariasi dengan 
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L A M P I R A N 
 
LAMPIRAN A 
Simulasi Analisis Kestabilan Linear(Stabil Asimtotik) 
 function analisis3_kstabilan2figure 
 t0= 6;   tfinal = 9.5;              % 
time interval 
 x0 = [-50, 40];                          
% initial conditions 
 tspan = [t0, tfinal];                       
% use with MATLAB 5 
 [t,x] = ode45(@Lyapunov, tspan, x0);        
% use with MATLAB 5 
 i= x(:,1);   w = x(:,2); 
 subplot(2,1,1), plot(t,i,'*-r'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(2,1,2),plot(t,w,'o-b'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(111) 
 function xdot=Lyapunov(t,x) 
 b=5; 
 a=3; 
 xdot_1=(b-1)*x(1)+ a^2*x(2); 
 xdot_2=-b*x(1)+-a^2*x(2); 
 xdot=[xdot_1; xdot_2]; 
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 function analisis3_kstabilan2figure 
 t0= 6;   tfinal = 9.5;              % 
time interval 
 x0 = [-50, 40];                          
% initial conditions 
 tspan = [t0, tfinal];                       
% use with MATLAB 5 
 [t,x] = ode45(@Lyapunov, tspan, x0);        
% use with MATLAB 5 
 i= x(:,1);   w = x(:,2); 
 subplot(2,1,1), plot(t,i,'*-r'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(2,1,2),plot(t,w,'o-b'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(111) 
 function xdot=Lyapunov(t,x) 
 b=12; 
 a=3; 
 xdot_1=(b-1)*x(1)+ a^2*x(2); 
 xdot_2=-b*x(1)+-a^2*x(2); 












  function analisis3_kstabilan2figure 
 t0= 6;   tfinal = 9.5;              % 
time interval 
 x0 = [-50, 40];                          
% initial conditions 
 tspan = [t0, tfinal];                       
% use with MATLAB 5 
 [t,x] = ode45(@Lyapunov, tspan, x0);        
% use with MATLAB 5 
 i= x(:,1);   w = x(:,2); 
 subplot(2,1,1), plot(t,i,'*-r'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(2,1,2),plot(t,w,'o-b'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(111) 
 function xdot=Lyapunov(t,x) 
 b=5; 
 a=1; 
 xdot_1=(b-1)*x(1)+ a^2*x(2); 
 xdot_2=-b*x(1)+-a^2*x(2); 








Simulasi Persamaan Lyapunov dengan Parameter dan Turunannya 
 batas_x=linspace(-10,10,20); 
 batas_y=linspace(-10,10,20); 
 [X,Y] = meshgrid(batas_x,batas_y); 
 p=1:2:300; 
 q=1:2:300; 
 for i=1:length(p) 
 for j=1:length(q) 





 title('PERSAMAAN LYAPUNOV') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 zlabel('kestabilan Lyapunov') 
 figure; contour(X,Y,Z); 
 gtext('batas_x');gtext('batas_y');gtext
('nilai_fungsi'); 
 title('PERSAMAAN LYAPUNOV') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 zlabel('kestabilan Lyapunov') 
 figure; meshc(X,Y,Z); 
 title('PERSAMAAN LYAPUNOV') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 zlabel('kestabilan Lyapunov') 





 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 zlabel('kestabilan Lyapunov') 
 batas_x=linspace(-10,5,40); 
 batas_y=linspace(-10,5,40); 





 for i=1:length(a) 
 for j=1:length(b) 
 for k=1:length(p) 
 for l=1:length(q) 









 title('PERSAMAAN LYAPUNOV') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 zlabel('kestabilan Lyapunov') 
 figure; contour(X,Y,Z_dot); 
 gtext('batas_x');gtext('batas_y');gtext
('nilai_fungsi'); 
 title('PERSAMAAN LYAPUNOV') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
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 zlabel('kestabilan Lyapunov') 
 figure; meshc(X,Y,Z_dot); 
 title('PERSAMAAN LYAPUNOV') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 zlabel('kestabilan Lyapunov') 
 figure; plot3(X,Y,Z_dot); 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 



















Simulasi Desain Feedback Controller dengan metode Pole 
Placement dan Kontruksi Lyapunov 
 function first_oder_ode 
 t0= 0;   tfinal = 4.5;              % 
time interval 
 x0 = [20,-15];                      % 
initial conditions 
 tspan = [t0, tfinal];                       
% use with MATLAB 5 
 [t,x] = ode45(@desainfdbck, tspan, x0);        
% use with MATLAB 5 
 i= x(:,1);   w = x(:,2); 
 subplot(2,1,1), plot(t,i,'*-g'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(2,1,2),plot(t,w,'*-r'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(111) 








 xdot =[(A-BF)*x]; 
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 function first_oder_ode 
 t0= 0;   tfinal = 4.5;              % 
time interval 
 x0 = [20,-15];                      % 
initial conditions 
 tspan = [t0, tfinal];                       
% use with MATLAB 5 
 [t,x] = ode45(@desainfdbck, tspan, x0);        
% use with MATLAB 5 
 i= x(:,1);   w = x(:,2); 
 subplot(2,1,1), plot(t,i,'*-g'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(2,1,2),plot(t,w,'*-r'),grid on 
 title('analisis Kestabilan Linear') 
 xlabel('waktu untuk stabil') 
 ylabel('pergerakan titik tetap') 
 subplot(111) 
 function xdot = desainfdbck(t,x)   % 








 xdot =[(A-BF)*x]; 
 
 

